Gewdhnliche Differentialgleichung: NWI
-Sophiane Yahiatene-

Aufgabe 4.1 Zeige, dass die Picard-Tterierten zu v(0) = 1 im Vektorfeld X : R — R, y — y die
Partialsummen der Taylorentwicklung der Exponentialfunktion sind.

Beweis. Die Folge der Picard Iterierten der Differentialgleichung ‘Z—Z(t) = X(v(t));v(to) = 70 wird fol-
gendermaflen definiert:

Y0(t) =
¢
Tnt1(t) =0 +/t X (7 () ds
0
Zur Nlustration sind die ersten 4 Iterierten fiir X (y) = y;to = 0;70 = 1 angegeben:
Yo(t) =1
M) =1+ [[1ds=1+t
Yo(t) =14 fy 1+ s ds= 1+t + 32
73(t):1+f0tl+s+%,92 ds= 141+ 12 4 13

Mit Hilfe von vollstindiger Induktion nach n wird im folgenden ~,(t) = > ;_, tk—k, Vn € N gezeigt und
somit gilt limy,—, o0 ¥n (t) = exp(t).

TA: siehe oben

IS: n— n+1

i (£) = 70 + / X(yu(s))ds

t n Sk;
0 k=0 ™

t gk
=1+ / —ds




Aufgabe 4.2 Gegeben sei das Vektorfeld und die konstante Kurve

X :R? - R?, (58) — (I+y)
Yy r—y

v :R—=R?t— 1

0

)

durch den Punkt ~¢(0) = <1

0

). Die ersten drei Picard-Iterierten lauten:
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Lt 4%+ 313
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Ya(t) = <(1)) + OtX(’yl(s))ds - <(1)) +/Ot <1+12S> g — <1+tt+ %
0= o) [ xtonas= ()« [ (5357 = (

Das Vektorfeld mit den drei Picard Iterationen ist auf dem folgenden Bild abgebildet
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Die Losung des Anfangwertproblems lautet:

(t) = i ((1 + \/5) eXP(\/it) - (1 - \/i) eXp(\/it)
W5k exp(v/2t) — exp(—v/2t)

Und somit ist der gesuchte Funktionswert v(3) =

s
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(14 v/2) exp(

) = (1= V2) exp(~

V2
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exp(L2) — exp(—2)
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2

>>_




Der benutzte Quellcode zum Zeichnen des Vektorfeldes und der Picard Iterierten in "Matlab’ lautet:

%Vektorfeld

[x,y]=meshgrid ( —4:.3:4, —4:.3:5); % spannt x,y—Gitter auf
dx=x+y; %1l.Koordinate

dy=x—y; %2.Koordinate

quiver (x,y,dx,dy,0.3) %Erzeugung des Vektorfeldes

hold on

%Kurven abhingig von T

T=-3:.01:3

hold on

plot (1+T,T)

plot (14T4T."2,T)

plot (14THT."241/3+T. 3 Tt 1/3+T."3)

axis([-2 4 —4 5]) %Darstellungbereich der Kurven

Aufgabe 4.3 Betrachte das Vektorfeld X : R — R mit y > y2.

Behauptung: Es existiert eine eindeutige Integralkurve v : (—1, 1) — R mit v(0) =1

Beweis. Benutze den Beweis des Satzes von Picard-Lindel6f. Gesucht ist also €, > 0 fiir B := B, (u) mit:

i) e, maxyep(| X (v)]) < r und

i) e, L <1,

wobei r der Radius der Kugel ist, auf dem das Vektorfeld X Lipschitz Stetig mit Konstanten L ist.

Nun berechne aus i) und ii) die Bedingungen, die ein mazimales ¢, erfiillen muss:

1. max,ep(|X (v)]) = max,ep(|v?]) = (u+7)? = (1 +7)? fiir u = 1 und

—T  nimmt fiir » = 1 das Maximum bei L an
(14r) 4

r _ r _ 1
= € < Maxeen(X@) . @+ 4

2. Der Mittelwertsatz liefert eine Lipschitzkonstante:

L = sup,e(o)(|DX ((u+r) +s((u—7) = (u+7)))]) = supse(o [(2- (2+5(0-2)))

firr=1
1 _ 1
:>Eu<f—z

Also existiert genau eine Integralgleichung von X auf (—i, i)

=2-(147r)=4



Aufgabe 4.4 Gegeben sei die Differentialgleichung 3y’ = y? — 2.
Das zeitabhiingige Vektorfeld auf R und zeitunabhiingige Vektorfeld auf R? lauten:

zeitabhéngiges Vektorfeld: X : R x R — R, (ij) = y? — 2

zeitunabhingiges Vektorfeld: X : R? — R?, ) 9 1 9
T2

Ly — X1

Das Richtungsfeld der oben genannten Differentialgleichung und das Vektorfeld stimmen (bis auf Pfeillinge)iiberein:
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Der geschiitzte Wert einer Losung u mit u(0) = 1 an der Stelle ¢ = 3 lautet u(3) ~ 2.



